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กำรประยกุต์
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สาระการเรยีนรู้

อนิทกิรลัจ ากดัเขต
การประยุกตข์องอนิทกิรลัจ ากดัเขต
การหาพืน้ทีร่ะหวา่งเสน้โคง้ 2 เสน้



ทฤษฎบีทหลกัมลูของอนิทกิรลัแคลคลูสั

ในการหาค่าอนิทกิรลัจ ากดัเขตของฟังกช์นั f โดยใชท้ฤษฎบีทหลกัมลูน้ี ตอ้งหาปฏยิานุพนัธข์องฟังกช์นั f ไดก้่อน โดยไม่ตอ้งบวก
ค่า C เพราะเมื่อแทนค่า x = b และ x = a ใน F(x) แลว้หาค่าF(b)-F(a) ค่าของ C จะลบกนัหมดไปเอง

อินทิกรลัจ ำกดัเขต

อนิทกิรลัจ ากดัเขต (Denite Intigral) ให ้y = f(x) เป็นฟังก์ชนัต่อเนื่องบนช่วงปิด [a, b] ได ้โดยเรยีกว่า เป็น
การอนิทกิรลัจ ากดัเขตจาก a ถงึ b เท่านัน้ เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์



ตวัอย่ำง

วิธีท ำ



รปูที ่9.1 รปูที ่9.3รปูที ่9.2

จากรปูที ่9.1 ให ้y=f(x) เป็นฟังกช์นัต่อเนื่องบนช่วงปิด [a, b] A เป็นพืน้ทีท่ีถู่กปิดลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ y = f(x), เสน้ตรง 
x=a และเสน้ตรง x=b

ในการหาพืน้ที ่A นัน้มวีธิกีารหาไดโ้ดยแบ่งออกเป็นสีเ่หลีย่มผนืผา้ย่อย ๆ หลายรปู ซึง่มวีธิกีารหา ดงันี้

การประยุกตข์องอนิทกิรลัจ ากดัเขต

1. การหาพืน้ทีใ่ตโ้คง้ การหาพืน้ทีร่ะหว่างเสน้โคง้กบัแกน



ขัน้ท่ี 1 
แบ่งชว่งปิด [a, b] ออกเป็น x ชว่งทีจุ่ด𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛−1 โดยให ้𝑥0= a และ 𝑥𝑛 = b ซึง่จะไดช้ว่งย่อยแต่ละชว่ง

เทา่ ๆ กนั คอื ∆𝑥 = 𝑥𝑖−𝑥𝑖−1 =
𝑏−𝑎

𝑛
จากนัน้ลากเสน้ตรงขนานกบัแกน y ผา่นจุด 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1 ตดัสว่นโคง้ของ

ฟังกช์นั f ดงัรปูที ่9.2 และ 9.3 ตามล าดบัพืน้ที ่A ถูกแบ่งออกเป็น n รปู

รปูที ่9.1 รปูที ่9.3รปูที ่9.2

ให ้𝑥𝑖
𝑐 เป็นจุดอยู่ในชว่งย่อยที ่i [i 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 ] ซึง่จะท าให ้f(𝑥𝑖

𝑐 ) เป็นความสงูของสีเ่หลีย่มผนืผา้ทีอ่ยู่ภายใตเ้สน้โคง้ ดงัรปูที ่9.2 หาพืน้ทีแ่ต่ละแผน่
สีเ่หลีย่มผนืผา้ย่อย ๆ ไดเ้ป็น f(𝑥𝑖

𝑐 ) ∆𝑥 หลาย ๆ รปูน ามารวมกนัไดเ้ป็น

จาก (1) ผลรวมของพืน้ทีส่ ีเ่หลีย่มผนืผา้ย่อย ๆ เหลา่นี้ จะแทนพืน้ทีห่ลายเหลีย่มภายใตเ้สน้โคง้

ขัน้ท่ี 2 



ขัน้ท่ี 3 

ให ้𝑥𝑖
𝑑เป็นจุดในชว่ง [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 ] ซึง่ท าให ้𝑓(𝑥𝑖

𝑑)เป็นความสงูของสีเ่หลีย่มผนืผา้ทีล่อ้มรอบนอกเสน้โคง้ ดงัรปูที ่9.3 หาพืน้ที่
สีเ่หลีย่มผนืผา้ย่อย ไดเ้ป็น 𝑓(𝑥𝑖

𝑑) ∆x หลาย ๆ รปูน ามารวมกนัเป็น
A 𝑄𝑛 = σ𝑖=1

𝑛 𝑓(𝑥𝑖
𝑑)∆x …………………… (2)

จาก (2) ผลรวมของสีเ่หลีย่มผนืผา้ย่อย จะแทนพืน้ทีร่ปูหลายเหลีย่มทีล่อ้มรอบเสน้โคง้
𝑓 𝑥 ∴ 𝐴 < 𝐴 𝑄𝑛
จากขัน้ที ่2 และขัน้ที ่3 จะเหน็วา่ พืน้ทีใ่ตเ้สน้โง (A) มากกวา่ A 𝑃𝑛 แต่จะน้อยกวา่ A 𝑄𝑛 นัน่คอื

ซึง่ถา้แบ่งชว่งปิด [a, b] ใหล้ะเอยีด คอื n มคี่ามากขึน้เรื่อย ๆ ค่าของ ∆x จะลดลง ค่าของ A 𝑃𝑛 และ A 𝑄𝑛 มคี่าเขา้ใกล ้A 
มากขึน้ โดยอาศยัความรูเ้รื่องลมิติจะไดว้า่

แทนผลบวกของรปูหลายเหลีย่มย่อย A 𝑃𝑛 และ A 𝑄𝑛 ดว้ย A 𝑄𝑛 = σ𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖

𝑑)∆x จะเรยีกผลบวก A 𝑄𝑛 =

σ𝑖=1
𝑛 𝑓(𝑥𝑖

𝑑)∆x วา่ เป็นผลบวกของรมีนัน์ (Riemun Sum) ของ f(x) บนชว่งปิด [a, b]



บทนิยาม



พืน้ทีท่ ีอ่ยู่ระหวา่งเสน้โคง้กบัเสน้แกน หมายถงึ พืน้ทีท่ ีถู่กลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ และแกน x หรอืแกน y ดงัรปูที ่9.5 ถงึ 9.7 ต่อไปนี้

ถา้เสน้โคง้อยู่เหนอืแกน x ตามรปูที ่9.4 แสดงวา่ f(x) ≥ 0 ทกุคา่ของ x บนชว่งปิด [a, b] แลว้ สามารถหาพืน้ทีไ่ดเ้ป็น

ถา้เสน้โคง้อยู่ใตแ้กน x ตามรปูที ่9.5 แสดงวา่ f(x) < 0 ทกุคา่ของ x บนชว่งปิด [a, b] สามารถหาพืน้ทีไ่ดเ้ป็น

1. เสน้โคง้กบัแกน x จะมอียู่ 2 ลกัษณะ คอื เสน้โคง้อยู่เหนอืแกน x (รปูที ่9.4) และเสน้โคง้อยู่ใตแ้กน x (รปูที่ 9.5)



2. เสน้โคง้กบัแกน y จะมอียู่ 2 ลกัษณะ คอื เสน้โคง้อยู่ทางขวาของแกน y (รปูที ่9.6) และเสน้โคง้อยู่ทางซา้ยของแกน y (รปูที ่
9.7)

ถา้ A เป็นพืน้ทีท่ ีถู่กลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ x = F(y), แกน y และเสน้ตรง y = c ถงึ y = d ตามรปูที ่9.6 และ 9.7 สามารถหาพืน้ที ่
A ไดด้งันี้



ตวัอย่าง

วธิที า



ให ้f และ g เป็นฟังกช์นัซึง่ต่อเนื่องบนชว่งปิด [a, b] โดยที ่f(x) ≤ g(x) ทกุคา่ของ x บนชว่งปิด [a, b] ดงันัน้ พืน้ที ่A จะเป็นพืน้ทีข่องอาณาบรเิวณ
ซึง่ถูกลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ 𝑦1 = 𝑓 𝑥 เสน้โคง้ 𝑦2 = 𝑔 𝑥 เสน้ตรง x = a และเสน้ตรง x = b ซึง่มทีัง้หมด 3 รปูแบบดว้ยกนั ดงัรปูที ่9.10 – 9.12 

รปูแบบที ่1 (รปูที ่9.10) เสน้โคง้อยู่เหนอืแกน x ทัง้ 2 เสน้ พืน้ที ่A หาไดจ้าก

การหาพืน้ทีร่ะหวา่งเสน้โคง้ 2 เสน้



รปูแบบที ่2 (รปูที ่9.11) เสน้โคง้ 𝑦2 = 𝑔 𝑥 อยู่เหนือแกน x และ 𝑦1 = 𝑓 𝑥 อยู่ใตแ้กน x พืน้ที ่A 
หาไดจ้าก

รปูแบบที ่3 (รปูที ่9.12) เสน้โคง้ทีอ่ยู่ใตแ้กน x ทัง้ 2 เสน้ พืน้ที ่A หาไดจ้าก

ซึง่จะเหน็ไดว้า่ การหาค่าพืน้ทีร่ะหวา่งเสน้โคง้ 2 เสน้นี้ ใชห้ลกัในการหาเหมอืนกนั นัน่คอื



ในท านองเดยีวกนั พืน้ทีข่องอาณาบรเิวณทีถู่กลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ 𝑥1 = 𝐹 𝑦 เสน้โคง้ 
𝑥2 = 𝐺 𝑦 โดยที ่F(y) ≤ G(y) ทุกค่าของ y บนช่วงปิด [c, d] และเสน้ตรง y = c เสน้ตรง y= d ซึง่เขยีน
ได ้3 แบบเช่นกนั ดงัรปูที ่9.13 – 9.15 คอื

ซึง่การหาค่าพืน้ที ่A นัน้ไดจ้ากสตูรท านองเดยีวกนักบัในตอนแรก เพยีงแต่เปลีย่นลมิติของการ
อนิทเิกรตเท่านัน้ คอื



ตวัอย่าง

วธิที า



ฟังกช์นัซึง่มคีวามต่อเนื่องทีอ่นุพนัธอ์นัดบัหนึ่ง เรากล่าววา่ฟังกช์นัมคีวามราบเรียบ (smooth) และเรยีก
กราฟของฟังกช์นันี้วา่เสน้โคง้ราบเรยีบ (smooth curve)

สตูรความยาวของส่วนโคง้

ก. ถา้ f(x) มคีวามราบเรยีบบนชว่ง [a, b] แลว้ ความยาวของส่วนโคง้ y = f(x) จาก x = a ถงึ x = b คอื

ข. ถา้ f(x) มคีวามราบเรยีบบนชว่ง [c, d] แลว้ ความยาวของส่วนโคง้ y = g(y) จาก y = c ถงึ y = d คอื

2. การหาความยาวของส่วนโคง้



ตวัอย่าง

วธิที า



รปูทรงทีเ่กดิจากการหมนุพืน้ที ่ซึง่ลอ้มรอบดว้ยเสน้โคง้ y = f(x), y = 0 (แกน x), x = 
a และ x = b ดงัรปูที ่9.19 รอบแกน x หมนุเป็นเสน้ของขอบพืน้ทีจ่ะไดร้ปูทรงตนั

ปรมิาตรของรปูทรงตนั

วธิกีารดงักล่าวนี้เรยีกว่า วิธีกำรแบบจำน (Disk method)

3. การหาปรมิาตรของรปูทรงจากการหมนุ



การหมนุพืน้ทีร่ะหว่างเสน้โคง้ 𝑦 = 𝑓1(𝑦) และ 𝑦 = 𝑓2 𝑥 เมือ่ x = a ถงึ x = b รอบแกน x (เมือ่แกน x เป็น
แกนหมนุเท่านัน้)

วธิกีารนี้เรยีกว่า วงรีวงแหวน (Washer method)

3. การหาปรมิาตรของรปูทรงจากการหมนุ



ตวัอย่างตวัอย่าง

วธิที า



สมมตวิา่แรง F ซึง่เป็นค่าคงตวักระท าในแนวแกน x ต่อวตัถุ ท าใหว้ตัถุเคลื่อนทีจ่ากจุด a ไปยงัจุด b ดงัรปู 9.23 ค่าของงาน
ทีท่ าได ้ซึง่จะเรยีกวา่ งาน แทนดว้ย w ก าหนดดงันี้

W = F(b-a)

นัน่คอื งาน = แรง × ระยะทางทีเ่ปลีย่นไป
ถา้แรงมหีน่วยปอนด ์และระยะทางมหีน่วยเป็นฟุต จะไดง้านมหีน่วยเป็น ฟุต-ปอนด์

ในกรณีทีแ่รงทีก่ระท าไม่คงทีใ่ห ้F(x) เป็นแรงทีจุ่ด x ใด ๆ งานทีก่ระท าทัง้หมดหาไดโ้ดยแบ่งระยะทางเป็นชว่งเลก็ ๆ ∆𝑥𝑖 ดงัรปูที ่
9.24 แรงทีก่ระท าในชว่งเลก็ ๆ นี้คอื

∆𝑥𝑖 = 𝐹(𝑥𝑖) ∆𝑥𝑖

เมื่อรวมงานย่อย ๆ เหล่าน้ีกจ็ะเป็นงานทีก่ระท าทัง้หมด

4. การหางาน



ตวัอย่าง

วธิที า



แรงภายในสปรงิทีจ่ะท าใหส้ปรงิยดืหรอืหดกลบัมาสู่ต าแหน่งสมดุล จะเป็นปฏภิาคโดยตรงกบั
ระยะทางทีส่ปรงิยดืหรอืหดจากต าแหน่งสมดุล

ถา้ให ้F เป็นขนาดของแรงทีท่ าใหส้ปรงิกลบัคนืสู่ต าแหน่งสมดุล และให ้x เป็นระยะทางทีส่ปรงิยดื
หรอืหดจากต าแหน่งสมดุล จะได้

เมือ่ k เป็นค่าคงตวั และเรยีก k ว่า ค่าคงตวัของสปรงิ

กฎของฮุค (Hook’ Law)

F    ∝ x
หรอื F = Kx



สปรงิยาว 10 นิ้ว มแีรงถ่วง 3 ปอนด ์ท าใหส้ปรงิยาว 12 นิ้ว จงหางานทีท่ าในการดงึ
สปรงิจาก 10 นิ้ว ใหย้าวเป็น 15 นิ้ว

ตวัอย่าง

วธิที า


