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ค่าคงตวั (Constants) คอื จ านวนทีม่คี่าไดเ้พยีงค่าเดยีวเท่านัน้ แบ่งออกเป็น 2 ชนิด 
คอื 

(1) ค่าคงตวัถาวร (Numberical constant) เป็นค่าคงตวัทีม่คี่าคงตวัตลอดไป หมายถงึ ค่าคงตัวทีเ่ป็น
ตวัเลขต่าง ๆ หรอืค่าคงตวัทีเ่ป็นทีท่ราบกนัแน่นอนว่าค่าเหล่านัน้จะไมเ่ปลีย่นแปลง

เช่น 2, 3, 3, 
4

7
, 𝜋 และ e เป็นตน้

(2) ค่าคงตวัชัว่คราว (Arbitrary constant) เป็นค่าคงตวัทีเ่ป็นตวัอกัษร นิยมใชเ้ป็น a หรอื k เช่น 
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ตวั a, b และ c เป็นค่าคงตวัชัว่คราว สามารถแทนค่าตวั a, b และ c ดว้ยตวัเลขได้

ตวัแปรและฟังกช์นั



ตวัแปร (Variables) คอื จ านวนทีม่คี่าไม่จ ากดั แปรเปลีย่นไปไดห้ลายค่า ตามเงื่อนไขที่
ก าหนด ถา้ x เป็นตวัแปร หมายความว่า x จะมคี่าแปรเปลีย่นไดห้ลายค่า เช่น x = 1, 2, 3, ..., 9 
เป็นตน้  

ถา้ x และ y เป็นตวัแปรทีม่คีวามสมัพนัธก์นัอยู่ในรปูของ

𝑦 = 𝑥2

ถา้ก าหนดให ้x = 1 จะไดว้่า 𝑦 = 12 = 1
x = 2 จะไดว้่า 𝑦 = 22 = 4
x = 3 จะไดว้่า 𝑦 = 32 = 9



เมือ่ x มคี่าเปลีย่นไป จะมผีลท าใหค้่าของ y เปลีย่นไปทุกครัง้ เรยีก x ว่า ตวัแปรอิสระ และ y 

ว่า ตวัแปรตาม ความสมัพนัธ์ของ x และ y เรยีกว่า ฟังกช์นั เมือ่ก าหนดค่า x หนึ่งค่า จะหาค่า y ได้
เพยีงหนึ่งค่าเท่านัน้ จะเขยีน y ไดใ้นรปูของ x นัน่คอื y=f(x) อ่านว่า y เท่ากบั ฟังก์ชนัของ x สามารถเขยีน
ฟังก์ชนัในรูปของเซตของคู่ล าดบั (x,y) โดยเขยีนเป็น f = {(x,y)}∈ RxR / y = f(x)} เรยีกฟังก์ชนั f ว่า
ฟังกช์นัค่าจรงิ เพราะเมือ่ก าหนดค่า x หนึ่งค่าจะหาค่า y ไดห้นึ่งค่าเช่นกนั แต่ถ้าก าหนดค่า x หนึ่งค่าแลว้ 
หาค่า y ไดม้ากกว่าหนึ่งค่า ไม่ถอืว่าเป็นฟังก์ชนั จะเรยีกเซตของคู่ล าดบัในลกัษณะนั ้นว่า ความสมัพนัธ์
ส าหรบัคู่ล าดบัทีเ่ป็นทัง้ฟังกช์นัและความสมัพนัธจ์ะเรยีกเซตของ x ว่า โดเมนของฟังกช์นั และเซตของ 
y ว่า เรนจข์องฟังกช์นั



(1) 𝑟1 = {(2,10) , (2,15) , (3,10) , (3,15)}
จะพบว่า 𝑟1 เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B
โดเมนของ 𝑟1 คอื {2,3}
เรนจข์อง 𝑟1 คอื {10,15}
𝑟1 ไมเ่ป็นฟังกช์นั เพราะ โดเมนของ 𝑟1 บางตวั
จบัคู่กบัเรนจม์ากกว่า 1 ตวั เช่น (2,15) , (2,10) เป็นตน้

(2) 𝑟2 = {(2,10) , (3,15)}
จะพบว่า 𝑟2 เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B
โดเมนของ 𝑟2 คอื {2,3}
เรนจข์อง 𝑟2 คอื {10,15}
𝑟2 เป็นฟังกช์นั เพราะ โดเมนของ 𝑟2 ทุกตวัจบัคู่กบัเรนจ์ 1 ตวั
ดงันัน้ {2,3} เป็นโดเมนของฟังกช์นั 𝑟2 และ {10,15} เป็นเรนจข์องฟังกช์ ัน้ 𝑟2

ตวัอยา่ง ก าหนดให ้A = {2,3} และ B = {10,15}



เป็นการแทนค่าตวัแปรอสิระในฟังกช์นั

ก าหนดให ้f(x) = 2x-1 จงหาค่า F(3)
F(x) = 2x-1

ดงันัน้ f(3) = 2(3) – 1 = 5

ก าหนดให ้𝑓 𝑥 =
𝑥2+1

𝑥−2
จงหาค่า f(1) + f(0)

ตวัอย่าง

ตวัอย่าง

การหาคา่ของฟังกช์นั



ความหมายของลมิติ

ลมิติ มคีวามหมายว่า “ขดีจ ากดั” อาจหมายรวมถงึค าว่า
เขา้ใกล ้หรอืขอบเขตขงอค่าใดค่าหนึ่งกไ็ด ้เช่น เมือ่ a เป็นจ านวน
จรงิและเป็นค่าคงตวั ลมิติของ a จะมคี่าเท่ากบั a, ลมิติของ 5 จะมี
ค่าเท่ากบั 5 และลมิติของ -3 มคี่าเท่ากบั -3 เป็นตน้

สญัลักษณ์ที่ใช้ในเรื่องของลิมิต ใช้สญัลักษณ์ → คือ
เขยีนค่าตวัแปรหรอืค่าคงตวัค่าหนึ่งไว้ทางซ้ายมอืหรอืหางลูกศร 
และเขยีนค่าคงตวัอกีค่าหนึ่งไว้ทางขวาของหวัลูกศร เช่น x → a
อ่านว่าเอก็ซ์เขา้ใกลเ้อ , x → 6 อ่านว่า เอก็ซ์เขา้ใกลห้ก เป็นตน้



ค าว่า x เขา้ใกล ้a นัน้ ค่าของ x อาจจะมากกว่า a หรอืน้อยกว่า a กไ็ดถ้า้ x
มากกว่า a เลก็น้อย เราจะเรยีก x เขา้ใกล ้a ทางขวา ใชส้ญัลกัษณ์เป็น x → 𝑎+ แต่ถา้ x
มคี่าน้อยกว่า a เราจะเรยีกว่า x เขา้ใกล ้a ทางซา้ย ใชส้ญัลกัษณ์เป็น x → 𝑎− ซึง่บอก
ไดว้่า x เขา้ใกล ้a ทัง้ทางซา้ยและทางขวา แต่ x ≠ a 

A จะเป็นลมิติของตวัแปร x กต่็อเมือ่ x และ a มคี่าต่างกนัน้อยมาก คอื ผลต่างของ
ค่า x และ a มคี่าเขา้ใกลศ้นูย ์เขยีนแทนดว้ย x → a หรอื
เมือ่ a เป็นค่าคงตวั และ x เป็นตวัแปร 

บทนิยาม



ค าวา่ x เขา้ใกล ้a นัน้ มคีวามหมายได ้2 ทาง คอื 
เมื่อ x เขา้ใกล ้a โดยที ่x < a จะกล่าววา่ x เขา้ใกล ้a ทางดา้นซา้ย เขยีนแทนดว้ย x→ 𝑎−

ถา้ค่าของ f(x) เขา้ใกลจ้ านวนจรงิ L เมื่อ x เขา้ใกล ้a ทางซา้ย จะเขยีนแทนดว้ย

เมื่อ x เขา้ใกล ้a โดยที ่x > a จะกล่าววา่ x เขา้ใกล ้a ทางดา้นขวา เขยีนแทนดว้ย x→ 𝑎+

ถา้ค่าของ f(x) เขา้ใกลจ้ านวนจรงิ L เมื่อ x เขา้ใกล ้a ทางขวา จะเขยีนแทนดว้ย

ลมิติของตวัแปรและฟังกช์นั

บทนิยาม เมื่อก าหนดให ้f เป็นฟังกช์นัทีม่โีดเมนและเรนจเ์ป็นสบัเซตของจ านวนจรงิ ถา้ค่าของ f(x) เขา้
ใกลจ้ านวนจรงิ L เมื่อ x เขา้ใกล ้a จะกล่าววา่ L เป็นลมิติของฟังกช์นั f ที ่x เขา้ใกล ้a และ
เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์



พจิารณาลมิติของฟังกช์นัต่อไปนี้ประกอบ

ดงันัน้การทีจ่ะกล่าวว่า ค่าของ            จะหาค่าไดห้รอืไมน่ัน้ ตอ้งพจิารณากนัทีค่่าของ และ           
ซึง่ค่าทัง้ 2 นี้ ตอ้งหาค่าได ้และมคี่าเท่ากบั L เท่ากนัทัง้ 2 ค่า 

จงึจะสรุปไดว้่า



ทดลองแทนคา่ x = 2 ลงใน f(x) จะไดว้า่

ซึง่ไมม่คีวามหมายทางคณติศาสตร ์แสดงวา่ คา่ของฟังกช์นั f(x) ที ่x = 2 หาคา่ไมไ่ด้

จากกราฟและการทดลองแทนคา่ x เพือ่หาคา่ f(x) เราจะพบวา่เมือ่ x เขา้ใกล ้2 ทัง้ทางดา้นซา้ยและทางดา้นขวา 
คา่ของฟังกช์นั f(x) จะมคีา่เขา้ใกล ้4 ทัง้ 2 ดา้น นัน่คอื



จากกราฟและการทดลองแทนค่า x เมื่อ x เขา้ใกล ้2 จะพบวา่ ค่า f(x) จะเขา้ใกล ้4 ทัง้ดา้นซา้ยและดา้นขวาของ 2

ลองแทนค่า x = 2 ลงใน f(x) จะได ้f(2) = 22 = 4 แสดงวา่ค่าของฟังกช์นั f(x) ที ่x = 2 กห็าค่าได ้จากขอ้ (2) และขอ้ (3) 
สรุปไดว้า่ ค่าของ ฟังกช์นัอาจจะเป็นค่าของลมิติของฟังกช์นั หรอื ไม่ใชค่่าลมิติของฟังกช์นักไ็ด ้ดงันัน้ การทีส่รุปวา่ ค่าลมิติของฟังกช์นั 
คอื ค่าของฟังกช์นันัน้ จงึไม่ถกูตอ้ง เพราะบางครัง้สามารถหาค่าลมิติของฟังกช์นัได ้แต่หาค่าของฟังกช์นัไม่ได้



การหา           จะมวีธิกีารดงันี้

หาค่าได ้แต่ถา้ขาดขอ้ใดขอ้หนึ่ง ถอืวา่หาค่าลมิติของฟังกช์นั 
f(x) เมื่อ x→a ไม่ได้

ทฤษฎบีท

สรุป



ทฤษฎบีทเบื้องตน้เกีย่วกบัลมิติทีค่วรทราบมดีงันี้

ทฤษฎบีทของลมิติ



ตวัอยา่ง

วธิที า



ฟังกช์นัพหุนาม คอื ฟังกช์นัทีเ่ขยีนอยู่ในรปูของ P(x) = 𝑐𝑛𝑥
𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑐1𝑥 + 𝑐0 โดยที่
n, n-1, …., 2, 1 เป็นจ านวนเตม็บวก และ 𝑐𝑛, 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛−2, … , 𝑐0 เป็นจ านวนจรงิ จากทฤษฎบีทจะไดว้่า



ลิมิตของฟังกช์นัท่ีค่าอนันต์

ในกรณีทีห่าค่าของลมิติของฟังกช์นัทีค่่าอนนัตไ์ด ้ค าตอบเป็น +∞ หรอื -∞ จะถอืวา่ลมิติหาค่าไม่ได้
ส าหรบัลมิติของฟังกช์นัพหุนาม ขณะทีค่่าของ x → +∞ หรอื x → -∞ จะมคี่าเท่ากบัลมิติของเทอม

ทีม่ดีกีรสีงูสุดของฟังกช์นัพหุนาม นัน่คอื 

เมือ่ x เขา้ใกล้ค่าอนันต์ (∞) นัน่คอื x เขา้ใกล้ +∞ หรอื -∞ ซึ่งจะพบว่าลมิติของฟังก์ชนับาง
ฟังกช์นักห็าค่าได ้บางฟังกช์นักห็าค่าไมไ่ด ้พจิารณาฟังกช์นัต่อไปนี้ประกอบ



ตวัอยา่ง

วธิที า

ตวัอยา่ง

วธิที า



ตวัอยา่ง

วธิที า

ลมิติของฟังกช์นัตรรกยะ



ตวัอยา่ง

วธิที า

ถา้ฟังกช์นัตรรกยะทีอ่ยู่ในรปูของ                      จะหาค่าของลมิติไดโ้ดยการหารตวัเศษ และตวัส่วน
ของฟังกช์นัตรรกยะดว้ยตวัแปร x ทีย่กก าลงัสงูสุดของฟังกช์นั พหุนามทีเ่ป็นเศษและส่วนของฟังกช์นัตรรกยะนัน้ จะ

ท าใหก้ าลงัของ x ต่าง ๆ ในฟังกช์นัพหุนามเศษและส่วนกลายเป็นค่าคงตวัหรอือยู่ในรปูยกก าลงัของ 
1

𝑥
ซึง่มคี่าเป็น 

0 ดงัตวัอย่าง



การหาลมิติของฟังกช์นัตรรกยะขณะที ่x → +∞ หรอื x → -∞ มวีธิคีดิที่
เรว็กว่า คอื คดิเฉพาะลมิติของเทอมทีม่กี าลงัสงูสดุของทัง้เศษและสว่น นัน่คอื

ดงันัน้จากตวัอย่างสามารถคดิรวบรดัไดด้งันี้



ตวัอยา่ง

วธิที า

การหาค่าลมิติในกรณีทีฟั่งก์ชนัแบ่งโดเมน (ตวัแปรอสิระ) ออกเป็นช่วงต่าง ๆ มคี่าฟังก์ชนัไม่
เท่ากนั แลว้แต่การนิยามของแต่ละช่วงของโดเมนของฟังกช์นั จะหาค่าของฟังกช์นัไดโ้ดยอาศยัความรูเ้รื่อง
ลมิติทางซา้ยและลมิติทางขวาพจิารณาประกอบดงันี้



ตวัอย่าง

วธิที า

การหาลมิติของฟังกช์นัทีอ่ยูใ่นรปูแบบของ 
0

0

ถา้                และ                แลว้             จะอยู่ในรปูแบบ
0

0
ซึง่ปกตจิะหาค่าไมไ่ด ้แต่สามารถ

หาค าตอบได ้โดยการแยกตวัประกอบ หรอืคณูดว้ยเทอมสงัยุค

1. โดยการแยกตวัประกอบ



2. โดยการคณูดว้ยเทอมทีเ่ป็นสงัยุค

ตวัอย่าง

วธิที า



ม ี2 ลกัษณะ

1. ความต่อเน่ืองแบบจดุ พจิารณาจากกราฟของฟังกช์นั ในรปูต่อไปนี้ฟังกช์นั 
y = f(x) มคีวามต่อเนื่องหรอืไม่ทีจุ่ด c

จากรปูพจิารณากราฟทีจุ่ด c จะเหน็วา่ กราฟของฟังกช์นัเหลา่นี้จะไมต่่อเนื่องทีจุ่ด x = c ในรปูที ่(1) กราฟมจีุดโปรง่ที่ c เพราะวา่ฟังกช์นัไมส่ามารถ
หาคา่ไดท้ี ่x = c รปูที ่(2) และ (3) หาฟังกช์นัไดท้ีจุ่ด x = c แต่ลมิติของฟังกช์นั คอื             หาคา่ไมไ่ด ้จะเหน็วา่กราฟของฟังกช์นัทีไ่มต่่อเนื่อง เสน้กราฟของ
ฟังกช์นัเหลา่นัน้จะเป็นเสน้กราฟทีไ่มไ่ดต้ดิต่อกนั สว่นกราฟในรปูที ่(4) ฟังกช์นั f หาคา่ไดท้ีจุ่ด c และ             กห็าคา่ได ้แต่ค่าของ                       แสดงวา่
กราฟยงัคงเป็นเสน้แตกทีจุ่ด x = c คอื ไมต่่อเนื่องทีจุ่ด c เชน่กนั จากสาเหตุของความไมต่่อเนื่องของฟังกช์นั f(x) ทีจุ่ด x = c นี้ ท าใหส้รปุนยิามของความต่อเนื่อง
ของฟังกช์นัได ้ดงันี้

ความต่อเนื่องของฟังกช์นั



ถา้ f(x) เป็นฟังกช์นัพหุนามซึง่                      แลว้ ฟังกช์นัพหุนามจะเป็นฟังกช์นัต่อเนื่อง
ที ่x = c

จากกราฟของฟังกช์นั f(x) ทีก่ าหนดให ้ฟังกช์นั f(x) ต่อเนื่องที ่x = 3 หรอืไม่

บทนิยาม

สรุป

ดงันัน้ ฟังกช์นั f(x) จะต่อเนื่องที ่x = c กต่็อเมือ่

ตวัอย่าง

วธิที า



ความต่อเนื่องแบบชว่ง

ในการพจิารณาความต่อเนื่องแบบช่วงของฟังกช์นันัน้ จะพจิารณาบนช่วงปิด [a, b] ใด ๆ โดยพจิารณา
ความต่อเนื่องของฟังกช์นั f(x) บนช่วงปิด [a, b] ไดจ้ากเงือ่นไขทีก่ าหนด โดยใหฟั้งกช์นั f(x) ต่อเนื่องบนช่วงเปิด (a, 
b) เสมอ

บทนิยาม



ตวัอย่าง

วธิที า


